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Разделение переменных для одного обобщения
системы Чаплыгина на сфере
А.В.Цыганов
Найдены переменные разделения для интегрируемого возмущения системы Чаплыгина
на сфере с потенциалом, зависящим от скоростей. Установлена связь между данной систе-
мой и системой с потенциалом четвертой степени, допускающей разделение переменных
в сфероконической системе координат.
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1. Введение
В работах Соколова [1, 2] рассмотрено интегрируемое возмущение системы Ковалев-
ской с гамильтонианом




3 + c1(x1J3 − x3J1) + c2J3 + c3x2. (1.1)
Исходная функция Гамильтона для волчка Ковалевской получается при c1,2 = 0 [3].
Аналогичное возмущение системы Горячева –Чаплыгина




3 + c1(2x1J3 − x3J1) + c2J3 + c3x2 (1.2)
рассмотрено в работах [4, 5]. Функция Гамильтона для системы Горячева –Чаплыгина на
сфере получается при c1,2 = 0 [3].
В работе [6] С.А.Чаплыгин нашел родственную системе Ковалевской систему с гамиль-
тонианом






1 − x22). (1.3)
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Известно, что к этой функции Гамильтона можно добавить гиростатическое слагае-
мое c2J3 [3], а вот явного выражения для потенциала, зависящего от скоростей, в суще-
ствующей литературе нам найти не удалось.
В данной работе мы рассмотрим интегрируемое возмущение гамильтониана Чаплыги-
на (1.3) вида




3 + c1(x2x3J1 + x1x3J2 − 2x1x2J3) + c3(x21 − x22).
При этом мы не только добавим к исходному гамильтониану потенциал, зависящий от ско-
ростей, аналогично случаю Ковалевской (1.1) и случаю Горячева –Чаплыгина (1.2), но и по-
строим соответствующие переменные разделения и разделенные уравнения.
2. Интегрируемые системы на сфере
Если x1, x2, x3 — декартовы координаты трехмерного евклидова пространства R3, в ко-
тором расположена двухмерная сфера S2, то сфероконические или эллиптические коорди-
наты на сфере u1, u2 определяются следующим стандартным образом:
(λ− u1)(λ− u2)






λ− a3 , ai ∈ R, (2.1)
где ai — параметры, задающие область определения координат
a1 < u1 < a2 < u2 < a3.



















3 = 1, p1x1 + p2x2 + p3x3 = 0,
определяющие вложение сферы и ее кокасательного расслоения в евклидово пространство
и его кокасательное расслоение.
Наряду с этими координатами нам также будет удобно использовать компоненты Jk
вектора углового момента






3 = 1, x1J1 + x2J2 + x3J3 = 0,
которые позволяют нам отождествить движение по сфере с движением при нулевой кон-
станте площадей для уравнения Эйлера –Пуассона или при нулевом значении импульсив-
ного момента для уравнений Кирхгофа [3].
Уравнение Гамильтона –Якоби H = α1, определяемое гамильтонианом натурального
вида




3 + V (q),
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допускает разделение переменных в эллиптических координатах на сфере, если его полный
интеграл имеет вид
S(u1, u2;α1, α2) = S1(u1;α1, α2) + S2(u2;α1, α2).




, i = 1, 2, (2.3)
или разделенные уравнения можно переписать в виде
(ui + a1)(ui + a2)p2ui + Ui(ui) = H1 +
H2
ui − a3 , i = 1, 2, (2.4)
где H = H1 и H2 — это два функционально независимых интеграла движения в инволюции.
Складывая и вычитая эти разделенные уравнения, мы получим новую интегрируемую














































можно рассматривать как аддитивное и мультипликативное возмущение исходных интегра-
лов движения H1,2, которое не имеет физического смысла. Однако после этого мы можем
постараться найти такое каноническое преобразование
(u, pu) → (v, pv),
сохраняющее исходные интегралы движения H1,2, которое придаст новым гамильтонианам



















физический смысл в исходных физических переменных (см. [7]).
2.1. Система Чаплыгина и ее обобщения
Если входящие в разделенные уравнения (2.4) потенциалы U(u1) и U2(u2) являются
одинаковыми частями ряда Лорана
U1,2(u) = ckuk + . . . + c−mu−m,
то для таких систем мы можем построить 2 × 2 матрицы Лакса [8, 9], которые нам затем
будет удобно использовать для построения преобразования Бэклунда [7].
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и добавим к ней слагаемые, отвечающие полиному второй степени U1,2 = c1u2 + c2u + c3,
ΔL1 = −14
⎛⎝ 0 0
aλ− a(a1x21 + a2x22 + a3x23)− b 0
⎞⎠.
Кроме этого, мы добавим в матрицу Лакса сингулярные слагаемые, приводящие к появле-






















Итак, рассмотрим матрицу Лакса
L = L0 + ΔL1 + ΔL2. (2.7)





μ−λ(aλ−a(a1 +a2)− b) = H1 + H2
λ− a3 , (2.8)
входит функция Гамильтона
−H1 = J21 + J22 + J23 − a(a1x21 + a2x22 + a3x23)2 + a(a21x21 + a22x22 + a23x23)−










При a = 0 мы получаем систему Неймана –Росохатиуса на сфере. При a = 0 мы добавляем
к этой системе известный потенциал четвертой степени.
Согласно [7], мы можем без ограничения общности положить b3 = 0 и рассмотреть
преобразование подобия
L̂ = V LV −1
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a + (x3p1 − x1p3)x1/x3 + ib1




a + (x3p2 − x2p3)x2/x3 + ib2
2(λ − a2) ,
что позволяет получить одновременно два семейства переменных разделения c помощью
двух внедиагональных элементов матрицы L̂.
Первое семейство — это эллиптические координаты на сфере u1,2, которые являются









(λ− a1)(λ− a2)(λ− a3) .







− 2a(a1x21 + a2x22 − a3(x21 + x22))− b− δ1λ− a1 − δ2λ− a2 ,
где
δi = a(ai − a3)2x2i +
2
√









, i = 1, 2.
Сопряженные моменты и для координат u1,2, и для координат v1,2 являются значениями
диагонального элемента матрицы Лакса
pui = L̂11(λ = ui), pvi = L̂11(λ = vi), i = 1, 2.
В силу этого переменные (u, pu) и (v, pv) удовлетворяют разделенным уравнениям, получа-
емым из уравнения для спектральной кривой матрицы Лакса (2.8)
4(a1 − λ)(a2 − λ)μ2 + 4i
(
b1(a1 − λ) + (a2 − λ)b2
)
μ− λ(aλ− a(a1 + a2)− b) = H1 + H2
λ− a3 ,
где λ = u1,2, v1,2 и μ = pu1,2 , pv1,2 соответственно. Решая эти разделенные уравнения отно-
сительно H1,2, мы получим одинаковые выражения для интегралов движения в u- и v-пере-
менных. Это означает, что каноническое преобразование
(u1, u2, pu1 , pu2) → (v1, v2, pv1 , pv2)
сохраняет и скобку Пуассона, и алгебраическую форму интегралов движения, то есть яв-
ляется автопреобразованием Бэклунда [7].
С другой стороны, складывая и вычитая эти разделенные уравнения, мы получим но-
вую интегрируемую систему с интегралами движения H˜1,2 (2.5). Действительно, подставив
переменные v1,2 в определение (2.6), мы получим следующий интегрируемый гамильтониан
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2015. T. 11. №1. С. 179–185
184 А.В.Цыганов
c потенциалом, зависящим от скоростей:






ax3 ((a1 − a3)x2J1 − (a2 − a3)x1J2) +
+ a(a1 − a3)(a1 − 2a2 + a3)x41 − a(a21 − 2a1a3 + a22 − 2a2a3 + 2a23)x21x22 −
− a(a2 − a3)(2a1 − a2 − a3)x42 − a(a1 − a3)(a1 − 2a2 + a3)x21 +
















Отбрасывая постоянные слагаемые и используя сохраняющие скобку Пуассона канониче-
ские преобразования
J1 = J1 +
√
a(a2 − a3)x2x3, J2 = J2 −
√






a1 − a2 , k = 1, 2, 3,
можно значительно упростить выражение для функции Гамильтона:


























J21 − J22 − 2
√
ax3(x2J1 + x1J2) + bx23




































в этом случае также является полиномом четвертой степени по моментам, как и для систе-
мы Чаплыгина.
Полученные интегралы движения H˜1,2 = α1,2 удовлетворяют разделенным уравнениям





при λ = v1,2 и μ = pu1,2 . Эти разделенные уравнения очевидным образом получаются
из определения интегралов движения H˜1,2 (2.5) и выражения для спектральной кривой
матрицы Лакса (2.8).
Перемножая эти уравнения Φ± и добавляя к ним два дополнительных слагаемых
Φ˜(λ, μ) = Φ+Φ− − 4b4λ− 16b5(λ− a1)(λ− a2)μ + 8ib5(b1(λ− a2) + b2(λ− a1)) = 0,
мы получим новые разделенные уравнения при λ = v1,2 и μ = pv1,2 . Решая эти уравнения
относительно α1,2, мы получим еще одно интегрируемое обобщение гамильтониана Чаплы-
гина











для которого переменные v1,2 являются переменными разделения.
Конечно, все эти интегралы движения можно найти, используя и другие методы, напри-
мер метод прямого поиска [10]. Предлагаемый нами метод позволяет получить и интегралы
движения, и переменные разделения, и разделенные уравнения, и квадратуры одновременно.
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Кроме этого, мы устанавливаем некоторое отношение между парой совершенно различ-
ных с виду систем. В нашем случае это система на сфере с потенциалом четвертой степени
и обобщенная система Чаплыгина с потенциалом, зависящим от скоростей. Обе эти системы
допускают одновременное аддитивное разделение переменных в уравнениях Гамильтона –
Якоби с помощью v-переменных, которые являются образами сфероконических координат
на сфере после автопреобразования Бэклунда.
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